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ОБЧИСЛЕННЯ КОЕФІЦІЄНТА ОБ’ЄМНОЇ ТЕПЛОЄМНОСТІ ПРИ МОДЕЛЮВАННІ 
ПРОЦЕСІВ ПЛАВЛЕННЯ СПЛАВІВ 
 
© Ю. В. Сидоренко, В. А. Третьяк 
 
В статті розглянуто методи апроксимації функції залежності коефіцієнта об'ємної теплоємності від 
температури при моделюванні нагріву та плавлення сплавів. Використання наближених формул обумов-
лене складністю визначення коефіцієнта об’ємної теплоємності сплавів. Наведено результати розраху-
нків та приклади графіків, що отримані в результаті застосування різних формул апроксимації. Для за-
безпечення гнучкості пропонується використання апроксимації методом Гауса 
Ключові слова: моделювання процесу плавлення-кристалізації, коефіцієнт об'ємної теплоємності, апро-
ксимація 
 
The article considers volumetric heat capacity approximation methods for heating at simulation of melting of al-
loys. Due to complexity of volume-specific heat capacity determination approximation should be used. The cal-
culation data and graphic examples of different approximation methods are given. For more flexibility it is pro-
posed to use Gauss method for approximation 
Keywords: simulation of melting-crystallization process, volumetric heat capacity, approximation 
 
1. Вступ 
Процес плавлення є окремим випадком фазо-
вого переходу. Існує два загальних підходи до розв'я-
зування задачі про фазовий перехід: з явним і неяв-
ним урахуванням межи розділу фаз (фронту). Пер-
ший підхід в англомовній літературі називається за-
дачею про фазовий перехід в постановці Стефана. 
Другий підхід називають схемою наскрізного розра-
хунку, а в англомовних статтях – задачею про фазо-
вий перехід в ентальпійному формулюванні, оскільки 
рівняння ентальпії може бути зведене до нелінійного 
рівняння теплопровідності за рахунок визначення 
функції коефіцієнта об’ємної теплоємності з рівняння 
Кірхгофа [1]. Для цього необхідно виконати згладжу-




вання коефіцієнта об’ємної теплоємності, що приво-
дить до схем наскрізного розрахунку [2].  
Класична постановка задачі Стефана не може 
бути застосована для моделювання плавлення спла-
вів [3]. Методи з явним виділенням фронтів не підхо-
дять для задач з наперед невідомою кількістю фрон-
тів, крім того їх складно розширювати на тривимірні 
задачі. Натомість схеми наскрізного розрахунку до-
зволяють урахувати фазові переходи за умови вико-
ристання специфічних методів побудови просторово 
часової різницевої сітки [4]. 
Математичні постановки задачі про фазові пе-
реходи відрізняються в залежності від обраного під-
ходу моделювання. В загальному, постановка задачі 
включає основне рівняння, що описує теплопередачу 
в середині об’єкта й справджується для кожного з 
агрегатних станів (фаз), початкові та граничні умови 
(опціонально, умови Стефана). Основне рівняння для 
твердих тіл описує теплопровідність в середині зраз-
ка. В більш точних моделях воно визначається як 
нелінійне нестаціонарне диференціальне рівняння в 
частинних похідних (ДРЧП) [4–6]. Однак часто для 
спрощення теплофізичні параметри матеріалів вва-
жають сталими. У зв'язку зі збільшенням розрахун-
кових потужностей техніки та з метою підвищення 
точності результатів моделювання цього спрощення 
можна уникнути. В статті розглядаються методи 
більш точної апроксимації функції залежності об'єм-
ної теплоємності від температури. 
 
2. Аналіз літературних даних та постановка 
задачі 
За даними довідників [7] коефіцієнт теплоєм-
ності в інтервалі плавлення-кристалізації залежить 
від температури, як показано на графіках (рис. 1). У 
більшості технологічних процесів температура зав-
жди більша або дорівнює температурі оточуючого 
середовища, тому області низьких температур (0 К), 
в яких теплоємність різко зростає від значення нуля 
не досліджуються. Область дослідження виділена 
прямокутником. Близько температури фазового пере-
творення залежність коефіцієнта теплоємності має 
особливість. Це призводить до необхідності довизна-
чення даної функції близько особливої точки. Отже 
залежність коефіцієнта об’ємної теплоємності (КОТ) 
потрібно апроксимувати іншою функцією від темпе-
ратури, яка в інтервалі фазового переходу буде мати 
різкий сплеск. 
Цікавою особливістю залежності КОТ від тем-
ператури є те, що на неї впливає швидкість нагріву та 
охолодження, оскільки при різних швидкостях зміни 
температури при переході між фазами в сталі утво-
рюються різні структури: ферит, перліт, мартенсит та 
бейніт. При чому масові частки цих фаз також зале-
жать від швидкості нагріву та охолодження та не мо-
жуть бути точно визначеними [8]. Для твердого та 
рідкого агрегатного стану залежність КОТ від темпе-
ратури близька до лінійного закону [9]. В інтервалі 
плавлення-кристалізації має місце різке зростання 
теплоємності (сплеск), який породжує істотну нелі-
нійність рівняння теплопровідності. Саме цим сплес-
ком нехтує більшість авторів, вважаючи КОТ сталою 
або лінійною функцією. У випадку використання 
композитних матеріалів, залежність КОТ додатково 
ускладнюється: кожна складова композиту додає 
особливу точку до функції КОТ.  
Через складність функції КОТ при зміні фаз, а 
також для забезпечення можливості моделювання 
плавлення композитних матеріалів виникає необхід-
ність пошуку ефективного методу апроксимації КОТ. 
Апроксимуюча функція повинна надавати можли-
вість моделювати складну поведінку КОТ в інтервалі 
плавлення-кристалізації, враховувати сплески залеж-
ності КОТ, не додаючи осциляцій, а також бути не-
перервно-диференційованою, для забезпечення чис-







Рис. 1. Графіки залежності коефіцієнта теплоємності 
при перетвореннях: а – І роду; б – ІІ роду 
 
3. Методи апроксимації залежності коефіці-
єнта об'ємної теплоємності від температури 
Квадратична апроксимація 
В [6] для апроксимації функції коефіцієнта 
об’ємної теплоємності заліза було отримано поліном 
другого ступеня від температури: 
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який не враховує сплеск при фазовому переході. В 
інтервалі температур, що розглядається, запропоно-
вана апроксимація близька до лінійної, тому цей ме-
тод можна розглядати як альтернативу лінійній апро-
ксимації. 
Використання функції Хевісайда або кусково-
постійна апроксимація 
Для відображення сплеску коефіцієнта тепло-
ємності деякі автори апроксимують його кусково-
постійною функцією, інші пропонують враховувати 




фазовий перехід за допомогою функції Хевісайда, що 
по суті приводить до однакових графіків [5]. 
Кусково-лінійна апроксимація коефіцієнта 
об'ємної теплоеємності 
В багатьох дослідженнях [10] пропонується 
враховувати поступове збільшення коефіцієнта 
об’ємної теплоємності відносно температури поза 
межами інтервалу плавлення-кристалізації, що краще 
відповідає фізиці процесу. Для цього використову-
ється кусково-лінійна апроксимація КОТ (рис. 2). 
Для виконання такої апроксимації необхідно знати 








2. [US, UL] – інтервал плавлення/кристалізації; 
3. L – приховану теплоту плавлення; 
4. (Uk; C(Uk)) – значення КОТ при деякій тем-
пературі Uk≠20 ℃, що використовується для визна-





Рис. 2. Кусково-лінійна залежність ефективної  




В [4] було запропоновано ідею апроксимувати 
сплеск функції коефіцієнта об’ємної теплоємності за 
допомогою функції щільності нормального закону 
розподілу, причому враховувалось лінійне зростання 
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де L – відповідає прихованій теплоті плавлення мате-
ріалу; β – визначає ширину інтервалу плавлення-
кристалізації; Uпл – температура плавлення, для спла-
вів вважається медіаною [US, UL]; k – кутовий коефі-
цієнт лінійної складової функції; Z – значення 
об’ємної теплоємності при температурі 0 
o
C. 
Графік залежності КОТ прийме наступний ви-
гляд (рис. 3). Для побудови такої апроксимаційної 
функції використовуються ті самі параметри, що і 
для кусково-лінійної апроксимації. 
Всі коефіцієнти функції (1) розраховуються 
тривіально, виходячи з заданих параметрів, окрім β. 
Коефіцієнт β відповідає за ширину інтервалу [US, UL], 
його можна обчислювати, в залежності від того, на 
скільки збільшується КОТ при досягненні темпера-
тури кристалізації U=Us. Так регулюється стрімкість 
зростання КОТ. На графіку (рис. 3) зображено зале-
жності описаного раніше композиту, обчислені від-
повідно до припущення, що при U=Us КОТ досягає 
половини від свого максимуму.  
Рис. 3. Лінійно-експоненціальна залежність 
ефективної теплоємкості матеріалу покриття від 
середньої температури 
 
Інтерполяція методом Гауса 
Недоліком розглянутих методів є відсутність 
універсальності. Очевидно, найточнішим є лінійно-
експоненціальний метод. Для підвищення точності 
необхідно обрати універсальний метод, який буде 
проводити апроксимацію по точках, визначених екс-
периментально. Такий метод дозволить врахувати 
складний характер функції КОТ.  
Враховуючи вимоги щодо відсутності осциля-
цій та можливості неперервного диференціювання, 
для апроксимації КОТ було обрано інтерполяційну 
функцію Гауса [11]:  
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де  – деякий коефіцієнт, значенням якого можна 
варіювати.  
Базисні значення ỹ1, ỹ2, …, ỹn знаходять один 
раз перед виконанням моделювання, як розв’язок 
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Запропонований спосіб інтерполяції відрізня-
ється передусім тим, що вплив будь-якого відхилення 
в експоненціальній залежності зменшується зі збіль-
шенням відстані до шуканої точки, що зумовлює 





Рис. 4. Інтерполяція Гаус-функцією залежності ефективної теплоємності матеріа-
лу покриття від середньої температури 
краще наближення у порівнянні, наприклад, з мето-
дом Лагранжа. 
Окрім цього, інтерполяційна функція Гауса є 
n-разів диференційованою і стійкою до малих відхи-
лень початкових даних. 
На рис. 4 представлено результати розрахунку 
функції коефіцієнта об’ємної теплоємності за допо-
могою інтерполяційної функції Гауса. 
5. Результати досліджень 
Для проведення досліджень розглянуті спо-
соби апроксимації функції КОТ було застосовано 
при моделюванні лазерно-дугового наплавлення 
композитного порошку, що складається зі сталі 
9Х18 та бронзи (20 %) ОЦС 3-8-6. Результати моде-
лювання показали, що способи, які не враховують 
сплески КОТ при фазовому переході, в середньому 
збільшують похибку на 10 %, що є значним відхи-
ленням. Хоча для них необхідна менша кількість 
обчислень: лінійний спосіб – 6 операцій на кожний 
вузол різницевої сітки, квадратичний – 13 операцій. 
Способи, що враховують сплески КОТ при фазових 
переходах, потребують специфічних методів обчис-
лення, які уповільнюють розрахунки приблизно на 
30 % [10], зменшуючи похибку на 7 %. Для двоком-
понентного композиту кількість операцій для ви-
значення КОТ на один вузол при використанні кус-
ково-лінійного способу складає 19, лінійно-
експоненціального – 62. Інтерполяція функцією Га-
уса вимагає О(n) операцій, параметричний спосіб – 
О(n
3
), за умови розв’язання системи лінійних рів-
нянь методом Гауса. За умови конфігурації функції 
Гауса відповідно до рис. 3 результати моделювання 
практично збігаються з лінійно-експоненціальним 
методом. Використання цих методів дозволяє ско-
ротити загальну кількість ітерацій в середньому на 
15 % за рахунок неперервності апроксимаційних 
функцій. Хоча спосіб інтерполяції функцією Гауса 
дещо збільшує машинні витрати на моделювання, 
його важливою перевагою є гнучкість, інші способи 
потребують перепрограмування для апроксимації 
КОТ з довільною кількістю складових композиту. 
Крім того, функція Гауса дозволяє врахувати додат-
кові перетворення, наприклад, мартенситні. Тому 
для проведення остаточної симуляції перед запус-
ком технологічного процесу наплавлення рекомен-
дується використовувати саме функцію Гауса. 
6. Висновки 
Коефіцієнт теплоємності в інтервалі фазового-
переходу (плавлення-кристалізації) залежить від те-
мператури. Близько температури фазового перетво-
рення (в інтервалі фазового переходу) залежність 
коефіцієнта теплоємності має особливість. Це приз-
водить до необхідності довизначення даної функції. 
Таким чином, залежність коефіцієнта об’єм- 
ної теплоємності потріб- 
но апроксимувати іншою 
функцією від температу-
ри, яка в інтервалі фазо-
вого переходу буде мати 
різкий сплеск.  
У роботі проведе-




тури, а саме: за допомо-
гою використання функ-





та інтерполяції за допо-
могою Гаус-функції. Ви- 
користання параметричної Гаус-функції потребує 
більшої кількості обчислень але надає більше гну-
чкості за рахунок універсальності, оскільки інтер-
поляція проводиться по заданим користувачем зна-
ченням, що можуть бути визначені експерименталь-
но. Принадою даного способу є також непере-
рвність n-ої похідної інтерполяційної функції Гауса. 
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ПОСТРОЕНИЕ ГРАФА СВЯЗНОСТИ В АЛГОРИТМЕ КЛАСТЕРИЗАЦИИ СЛОЖНЫХ 
ОБЪЕКТОВ 
© Т. Б. Шатовская, И. В. Каменева 
В статье рассмотрены результаты работы модификации алгоритма Хамелеон. Иерархический много-
уровневый алгоритм состоит из нескольких фаз: построение графу, огрубление, разделение и восста-
новления. На каждой фазе могут быть использованы различные подходы и алгоритмы. Главной целью 
работы является исследование качества кластеризации различных наборов данных с помощью набора 
комбинаций алгоритмов на разных этапах работы алгоритма и улучшения этапа построения через оп-
тимизации алгоритма выбора k при построении графа k ближайших соседей 
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